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  مقدمه–1 

 را تؼزیف    t اس متغیز حقیقی F تا ريضی وسثتا سادٌ اتتذا اوتگزال مؼیه تاتغ مختلظ  f(z)تزای مؼزفی اوتگزال َای 

 .می کىیم

F(t) = U(t) + iV(t)                  a ≤ t ≤ b (1)   

(تٍ خش وقاط مزسی )    t  تًاتغ حقیقی تکٍ ای پیًستٍ در تاسٌ مفزيض اس  
          
    U و  V 

          
    F t dt

b

a
 = U t dt

b

a
 + i  V t dt             

b

a
(   2)  

: چىذ خاصیت - 1-1  

 1 −   Re[F t ]dt
b

a
  = Re F t dt

b

a
  

 2 − γ F t dt
b

a
=  γF t dt

b

a
  

γF t dt  اثبات    :
b

a
 =  (c1. U − c2. V)dt

b

a
 +i (c2. U + c1. V)dt

b

a
  γ=c1+ic2 

                    =(c1+I c2) ( Udt
b

a
 +i  Vdt

b

a
) 

  3 −   F t dt
b

a
  ≤   F t  dt

b

a
            a≤b                                                                   :

F t dt اثبات      
b

a
 ≠0=r0 . eiΘ

    
  r0= e−iΘ .   F t dt

b

a
 

خاصیت

2
    r0 =   e−iΘ F t dt

b

a
 

 

خاصیت

1
     r0 =  Re( e−iΘ F t )dt

b

a

           
     Re( e−iΘ F) ≤   e−iΘ F =   e−iΘ .  F =  F  

      
    
  r0 ≤  F. dt

b

a
 

    
   F t dt

b

a
  ≤   F t  dt

b

a
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  : تا کمی تغییزات اگز َز دي اوتگزال مًخًد تاضىذ 

  F t dt
∞

0
  ≤   F t  dt

∞

0
 

 : مرز -  2

 قًس . اس یک متغیز مختلظ مىاسة اوذf(z)حال دستٍ مىحىی َایی را مؼزفی می کىیم کٍ تزای تزرسی اوتگزال تاتغ 

c مدمًػٍ ای اس وقاط Z = (x,y)                                                            ٍدر صفحٍ مختلظ است تٍ قسمی ک 

 
x = x(t)

  y = y(t)  
  𝑎 ≤ 𝑡 ≤ 𝑏 

 .ویش پیًستٍ می تاضذ  Z(t) پس . اوذ t  تًاتغ پیًستٍ ای اس پارامتز حقیقی y(t)  ي x(t) کٍ 

c : z = z(t) = x(t) + i y(t)            𝑎 ≤ 𝑡 ≤ 𝑏 

 :چىذ تؼزیف - 2-1

   ( Z(a) = Z(b)مگز در مىحىی سادٌ تستٍ کٍ   ). سادٌ است اگز خًدش را قغغ وکىذ  cقًس  -1

z(t1) ≠ z(t2)       t1 ≠ t2           

 .  تستٍ است اگز ضزط ريتزي تزقزار تاضذ  cقًس  -  2     

     z(t1) = z(t2) 

 : َمًار است اگز دي ضزط سیز تزقزار تاضذ  c قًس -  3    

1-   𝑧(𝑡)  ٌدر تاس𝑎 ≤ 𝑡 ≤ 𝑏 مًخًد ي پیًستٍ تاضذ. 

2-   𝑧(𝑡)  ٌدر تاس𝑎 ≤ 𝑡 ≤ 𝑏 مخالف صفز تاضذ . 
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 تکٍ ای َمًار است َزگاٌ متطکل اس تؼذادی متىاَی قًس َمًار تاضذ کٍ اوتُای َزیک تٍ اتتذای c قًس :     وکتٍ 

 . دیگزی يصل تاضذ 

 . میثاضذt تاتؼی مطتق پذیز اس پارامتز حقیقی Z(t) تاضىذ آوگاٌ تاتغ t  َز دي تًاتغ مطتق پذیزی اس y(t)ي  x(t) اگز 

z=z(t)=x(t)+iy(t)  
           
     𝑧(𝑡)  = 

𝑑[𝑧 𝑡 ]

𝑑𝑡
 = 𝑥(𝑡) + 𝑖 𝑦(𝑡)       𝑎 ≤ 𝑡 ≤ 𝑏 

 . میثاضذ (t = b) ي مطتق چپ )  (t = a  در وقاط اوتُایی تٍ صًرت مطتق راست y(t)و   x(t)الثتٍ مطتق 

 t    :  1 -𝑥(𝑡)  = 0اگز در وقغٍ :      وکتٍ 
          
= 𝑧(𝑡) تزدار       𝑖 𝑦(𝑡)    قائم است. 

 2  -𝑥(𝑡)  ≠ 0 
          
 𝑦(𝑡)  تزاتز   𝑧(𝑡)ضیة تزدار       

𝑥 𝑡  است   .  

 :تا تًخٍ تٍ راتغٍ سیز میتًان عًل قًس َمًار را تٍ ایه صًرت تیان کزد 

𝑧(𝑡)   = 𝑥(𝑡) + 𝑖 𝑦(𝑡) 
           
     𝑧(𝑡)  =   𝑥(𝑡) 

2

+  𝑦(𝑡) 
2

        
    
        L =    𝑧(𝑡)  . 𝑑𝑡

𝑏

𝑎
 

  : cاثز تغییز پارامتز قًس - 2-2

𝑎 را تز ريی تاسٌ c ≤ r ≤ dتاتغ حقیقی است کٍ تاسٌ   фو   c ≤ r ≤ d    کٍt=ф (r)  فزض کىیذ ≤ 𝑡 ≤ 𝑏 

میثاضذ در وتیدٍ در r    ، ф(r)   >0 پیًستٍ ي دارای مطتق پیًستٍ ویش می تاضذ ي تٍ اسای َزфفزض کىیذ .می وگارد

 :  افشایص می یاتذ پس عًل قًس َمًار تزاتزاست تا r تا tمیاتیم کٍ 

L =  𝑧( ф(r))  
𝑑

𝑐
  . ф(r) dr 
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 . تٍ صًرت مقاتل ومایص دادٌ میطًد)ф(r) )  Z(r) = Z کٍ تا تغییز متغیز

L =  𝑧(𝑟)  𝑑

𝑐
 .dr 

: قضیٍ مىحىی صردان - 2-3  

یک حًسٌ . تىُا وقاط کزاوٍ ای َز یک اس آوُاستcدي حًسٌ مزتًط میطًد کٍ وقاط  c  تٍ َز مىحىی سادٌ تستٍ 

 .  ي تیکزان است c  ي کزاوذار ي دیگزی خارج  cداخل  

 : انتگرال روی خط - 3

 در صفحٍ z=β تا وقغٍ  z=α کٍ اس وقغcٍ در امتذاد مزس مفزيض f(z) تز حسة مقادیز f(z)اوتگزال تاتغ مختلظ 

 .مختلظ ادامٍ دارد تٍ صًرت سیز تؼزیف می ضًد

 f z dz
β

α
 = f z dz

c
 

اوتگزال ريی خظ در اصل َمان حذ یک مدمًع می تاضذ يلی ما تزخیح می دَیم آن را تز حسة وًػی اوتگزال 

 .مؼیه تؼزیف کىیم 

 . ادامٍ داضتٍ تاضذ z(b)  =β  تا  z(a)  =α  تا راتغٍ سیز اسcفزض کىیذ

c  : z(t) = x(t) + i y(t)    𝑎 ≤ 𝑡 ≤ 𝑏 

 ي 

f(z) = U(x,y) + i V(x,y)  
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، fآوگاٌ اوتگزال ريی خظ . می تاضذ t ویش استًاتغ تکٍ ای پیًستٍ اس vيu تکٍ ای پیًستٍ می تاضىذ ، c تزf(z)کٍ تاتغ 

  .  تٍ صًرت سیز وطان دادٌ می ضًدcدر امتذاد 

(1)                                     𝑓 𝑧 𝑑𝑧
c

=  f z t  . z t dt b

a
 

          
    f(z(t)) . Z t   =  𝑢 𝑥 𝑡 , 𝑦 𝑡  +  𝑖 𝑣[𝑥 𝑡 , 𝑦 𝑡 ]  . { 𝑥 𝑡  + i 𝑦(𝑡)}  

 : داریم 

 𝑓 𝑧 𝑑𝑧
c

=  (ux 
b

𝑎
-v𝑦 ) dt + i  (vx 

b

𝑎
+u𝑦 ) dt 

 .پس اوتگزال َای سمت راست  راتغٍ، مًخًد می تاضذ. می تاضىذt تًاتغ تکٍ ای پیًستٍ ای اس   𝑦   u, v , 𝑥 ,کٍ

 : مزير چىذ خاصیت - 3-1

1-  f z dz =
−𝑐

- 𝑓 𝑧 𝑑𝑧
𝑐

 

 می ضًد تٍ عًری کٍ  متطکل اس َمان وقاط اما تا تزتیة ػکس ياتستcٍ–، مزس  (1) اوتگزال c تٍ مزس : اثثات 

 تیان می b<= t <=-a-کٍ در آن Z=Z(-t) تا راتغٍ c- ادامٍ دارد ،α تا وقغٍ β مزس خذیذ اس وقغٍ 

 :پس. ضًد

 f z dz =
−𝑐

 f  𝑧 −t  . [
−a

−𝑏
−z(−t)] dt 

          تغییر متغیر        
              

 f z dz =
−𝑐

- 𝑓 𝑧 𝑑𝑧
𝑐

 

2-   𝑓 𝑧 +  𝑔 𝑧  𝑑𝑧 =
𝑐

 𝑓 𝑧 𝑑𝑧
𝑐

 +  𝑔 𝑧 𝑑𝑧
𝑐
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3-  𝑓 𝑧 𝑑𝑧
𝑐

 =  𝑓 𝑧 𝑑𝑧
𝑐1

 +  𝑓 𝑧 𝑑𝑧
𝑐2

 

 :  آوگاٌ داریم β 2 α = 1و )β2,α2)  c2 و    c1 (β1,α1)  و c = c1 + c2اگز 

     4-  𝑓 𝑧 𝑑𝑧
𝑐

    ≤  ML 

 :تىا تز راتغٍ ای کٍ داضتیم : اثثات 

 𝑓 𝑧 𝑑𝑧
c

=  f z t  . z t dt 
b

a

 

  𝐹 𝑡 𝑑𝑡
𝑏

𝑎
 ≤  . 𝑑𝑡

𝑏

𝑎
 𝐹 𝑡   

 : خًاَیم داضت 

  𝑓 𝑧 𝑑𝑧
𝑐

    ≤    f z t  . z t dt  
b

a
  

 𝑓(𝑧)  ≤  𝑀       
            M    z t dt  b

a
   ≤  ML 

 گورسا- قضیه کوشی-4

 متطکل اس R ي مطتقات خشئی مزتثٍ ايلطان در سزاسز واحیٍ تستٍ Q(x,y) و P(x,y)فزض کىیذ دي تاتغ حقیقی 

پیمًدٌ میطًد تٍ عًری کٍ وقاط  (پادساػتگزد)مزس در خُت مثثت . پیًستٍ تاضىذcوقاط درين ي ريی مزس سادٌ تستٍ 

تىا تز قضیٍ گزیه تزای اوتگزال َای ريی خظ درحساب دیفزاوسیل ي . ياقغ می ضًوذc در سمت چپ Rداخلی 

 : اوتگزال متغیزَای حقیقی داریم
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 P dx
𝑐

 + Q dy =   𝑄𝑥 − 𝑃𝑦 𝑑𝑥 𝑑𝑦
𝑅

 

 :حال تاتغ سیز را در وظز میگیزیم 

f(z) = U(x,y) + i V(x,y)  

.  در آن واحیٍ پیًستٍ تاضذ f(z)تؼلايٌ فزض میکىیم . تحلیلی استz ای در صفحٍ Rکٍ درسزاسز چىیه واحیٍ 

 : پیًستٍ اوذ ي در وتیدٍ  R مطتقات خشئی مزتثٍ ايلطان در , u ,vتىاتزایه تًاتغ مًلفٍ ای 

 u dx
𝑐

-vdy=-  𝑉𝑥 + 𝑈𝑦 𝑑𝑥 𝑑𝑦
𝑅

 

 v dx
𝑐

-udy=  𝑈𝑥 − 𝑣𝑦 𝑑𝑥 𝑑𝑦
𝑅

 

 پس ایه وتیدٍ را داریم. صفزوذ R ریمان ،اوتگزالُای ایه دي اوتگزال ديگاوٍ در سزاسز –تا تًخٍ تٍ مؼالذلات کطی 

 𝑓 𝑧 𝑑𝑧
𝑐

  = 0 

 . کٍ در ايایل قزن گذضتٍ تًسظ کطی تذست آمذ 

 . را می تًان حذف کزد  f(z)گًرسا ايلیه کسی تًد کٍ ثاتت کزدضزط پیًستگی 

صًرت .مثلا یکی اس وتایح ایه خًاَذ تًد کٍ مطتقات تًاتغ تحلیلی ویش تحلیلی اوذ. تزداضته ایه ضزط مُم است

 .تدذیذوظز ضذٌ دست آيرد کطی ػثارت اس قضیٍ سیز است کٍ تٍ قضیٍ کطی گًرسا مطًُر است

  تحلیلی تاضذ آوگاٌ  cدر َمٍ وقاط درين ي ريی مزس سادٌ تستٍ  fاگز تاتغ . قضیٍ

 𝑓 𝑧 𝑑𝑧
𝑐

  = 0 
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 حوزه های همبند ساده و چندگانه -  5

 را در تز میگیزد ي َز حًسٌ کٍ  Dحًسٌ ای است کٍ َز مزس سادٌ تستٍ در درين آن فقظ وقاط  Dحًسٌ َمثىذ سادٌ 

 .َمثىذ سادٌ وثاضذ حًسٌ َمثىذ چىذ گاوٍ است

 :مثالها - 6

 . است پیذا کىیذZ=2+iتٍ   Z=0اس  OB  پارٌ خظ C1 مقذار اوتگزال سیز را يقتی کٍ  :1مثال

I1= 𝑍2
𝐶1

. 𝑑𝑍 

 .ياقؼىذ X =2Y  تز خظC1   وقاط 

Z(y)=2y+iy                    0≤y≤1   dz=(2+i)dy     

𝑍2=4𝑦2-𝑦2+i4𝑦2                                                                                               

=3𝑦2+i4𝑦2 

          
   I1= (3𝑦21

0
+i4𝑦2)(2+i)dy  = (3+4i)(2+i) 𝑦21

0
dy = 

 2

3
 + 

11 

3
i 

 

 

0 

B 
X=2y 
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    C2 = OAB    2مثال :  

I2= 𝑧2
𝑐2

𝑑𝑧= 𝑧2
𝑜𝐴

 𝑑𝑧+ 𝑧2
𝐴𝐵

 𝑑𝑧 

oA 𝑍(𝑥)=x                   0≤x≤2 

AB 𝑍(𝑥)=2+iy              0≤y≤1 

 I2= 𝑥22

0
𝑑𝑥+ (2 + 𝑖𝑦)21

0
i𝑑𝑦 = 

2

3
 + 

11

3
 i 

 .است پیذا کىیذz=1 تا  z=-1 اس  𝑍   1= ویمٍ تالایی دایزC3ٌ مقذار اوتگزال سیز را يقتی کٍ : 3مثال 

 

𝑓𝑧=𝑧  

𝑧(𝜃)=𝑒𝑖𝜃 =cos 𝜃+isin 𝜃 

𝑧 (𝜃)= 𝑒−𝑖𝜃                  𝑑𝑧=i𝑒𝑖𝜃  𝑑𝜃 

I3= 𝑧 
𝑐3

 𝑑𝑧=- 𝑧 
−𝑐3

 𝑑𝑧 = - 𝑒−𝑖𝜃𝜋

0
.i𝑒𝑖𝜃  𝑑𝜃 

=−𝑖𝜃]  = - 𝜋i 

 

 .است پیذا کىیذz=1 تا  z=-1  اس  𝑍   1= ویمٍ پاییىی دایزC4ٌ مقذار اوتگزال سیز را يقتی کٍ : 4مثال 

I4= 𝑧 
𝑐4

𝑑𝑧= 𝑒−𝑖𝜃2𝜋

𝜋
.i 𝑒𝑖𝜃  𝑑𝜃 = 𝜋𝑖 

Ic= 𝑧 
𝑐

𝑑𝑧 = I4-I3= 𝜋𝑖 − (−𝜋𝑖)=2 𝜋𝑖 

مسیز اوتگزال گیزی قغؼٍ ای اس خظ .تذين محاسثٍ اوتگزال یک کزان تالایی تزای قذرمغلق آن تؼییه کىیذ :5مثال   

Y=1-x                
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I5= 
𝑑𝑧

𝑧4𝑐5
 

  
𝑑𝑧

𝑧4𝑐5
  ≤ ML 

 𝑍4 =(𝑥2 + 𝑦2)2= 𝑋2 + (1 − 𝑋)2 2=(2𝑋2 − 2𝑋 + 1)2 

Z=x+iy 

 𝑍4 = 2(𝑋 −
1

2
)2 +

1

2
 
2

≥  
1

4
 

 
1

𝑍4
 ≤ 4 

L= 2   𝐼5  ≤ 4 2 

 

 

     

 

 

 

 



 





 















 


